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功率四分支齿轮传动系统的固有特性与动载系数

李　楠，王三民，杜佳佳
（西北工业大学 机电学院，西安７１００７２）

摘　　　要：建立了功率四分支齿轮传动系统动力学模型，基于轴单元法建立了单根转子的振动方程，依据

齿轮啮合矩阵实现各转子振动方程的耦合，形成了传动系统的动力学方程，依据动力学方程求解了系统的固

有频率和固有振型，得出了在给定转速下系统需进行越界阻尼设计以确保稳定工作的结论；然后分析了不同

传动误差下齿轮动载系数变化情况．结果表明：传动误差对功率四分支齿轮传动系统的动载系数有比较明显

的影响，随着传动误差的增加系统动载系数也增大，特别在高速级齿轮上表现更加显著．该分析方法和结论

为四分支齿轮传动系统的动态优化设计奠定了基础．
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传动为二分支，第２级每个齿轮再采用二分支，实
现双重功率传动，传递的功率经过２次分支之后，

４路功率合并到２级大齿轮输出．这种功率分流
设计思想降低了齿轮的负载，能够缩小末级大齿
轮的尺寸，进一步提高传动装置的功率密度比，
因而可实现大功率、大扭矩、大速比传动，故在
船舶、直升机、轧钢机等领域的传动系统中有广
泛用途［１－２］．
齿轮传动系统的动力学特性包括固有特性以

及齿轮啮合动载荷在时域和频域的特性．工作频
率与固有频率接近时会产生系统共振，过大的动
载荷则会导致齿轮轮齿过早产生疲劳断裂等失效

形式，降低齿轮传动系统的寿命和可靠性．因此对
齿轮传动系统的固有频率和动载系数进行分析，
能够为齿轮传动系统的优化设计和振动控制提供

理论依据，确保系统工作时的稳定性和可靠性．
本文以某船用功率四分支齿轮传动系统为研

究对象，采用集中参数法建立其动力学模型［３］，通
过动力学模型建立了系统的齿轮耦合多转子动力

学方程，获得了系统在给定功率和转速下的固有
频率及相应的固有振型；然后分析了在３种给定
传动误差下齿轮啮合动载系数变化的情况，得出
功率四分支齿轮传动系统在给定工况下可以稳定

工作的结论．

１　系统动力学模型与方程的建立

１．１　系统动力学模型的建立

在进行转子动力学分析之前，需要建立系统
的动力学模型，即把实际的系统装置抽象为一个
能反映原来系统动力学特性且便于计算机编程分

析的动力学模型．功率四分支齿轮传动系统的结
构示意图如图１［４］所示．发动机功率通过１．１级

图１　功率四分支齿轮传动系统示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈ　ｍａｐ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｏｗｅｒ　ｆｏｕｒ　ｅｍｂｒａｎｃｈｍｅｎｔｓ

ｇｅａｒ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ

小齿轮输入，１．１级小齿轮与２个１．１级大齿轮
啮合实现一次功率分流．每个１．１级大齿轮与１
个２．１级小齿轮分别固定在２根空心轴上，２根
空心轴通过２个膜片联轴器与穿过其内孔的扭力
轴连成一个整体．每个２．１级小齿轮又与２个

２．１级大齿轮（即２．２级小齿轮）啮合，实现了功
率的双重分流，最后共４个２．１级大齿轮与１个

２．２级大齿轮啮合，将所有分流的功率进行汇合．
根据每根转子上的零件分布情况，利用集总质量
法的思想，将分布参数模型转化为集中质量模
型［５－６］，如图２所示．

图２　功率四分支齿轮传动系统动力学模型
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１．２　系统动力学方程的建立

该功率四分支齿轮传动系统虽然为平行轴传

动，但多次分流使每一级齿轮都有至少１个啮合
点，耦合情况比较复杂．此处运用轴单元法［７－８］，即
将每一根转子视为１个单元，在局部坐标系中采
用集总质量法建立该转子的振动方程，然后在系
统总体坐标系中，通过齿轮耦合矩阵将各单元的
振动方程联立，得到整个系统的动力学方程．
根据Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁－轴有限元单元法，综合

考虑轴的弯扭耦合情况，设轴段中每个节点ｉ有５
个自由度：质心沿ｘ轴的位移ｘｉ，沿ｙ轴的位移

ｙｉ，绕ｘ轴的偏角φｉ，绕ｙ轴的偏角ψｉ，绕ｚ轴的
转角θｉ．取轴上某一轴段ｉ在ｘ 方向的受力情况
为例，如图３所示，Ｍｉ，Ｍｉ＋１分别为节点ｉ和节点

ｉ＋１所受的弯矩，Ｑｉ，Ｑｉ＋１为其所受的剪切力，在根据
力的平衡关系，可以建立单个节点的动力学方程．

６４４
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图３　轴段受力分析图
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因为轴的转动惯量和剪切变形对其动力学行

为有着相同阶的影响，所以在考虑转动惯量的同
时也应该考虑剪切变形的影响［９－１１］，轴段相应的
传递方程由常见的式（１）变为式（２）．
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　　可以看出传递矩阵中沿ｘ方向的挠度多了

－１／ｕＡＧ 项．其中ｕ为截面系数，Ａ 为该轴段对
应的横截面面积，Ｇ为材料的切变模量．轴段在ｙ
方向的受力分析和ｘ轴上的一样，联立转子中的
所有节点在ｘ，ｙ，ｚ方向的动力学方程，合并整理
出单根转子的动力学方程：

ＭｎＸ̈ｎ＋ＣｎＸ
·

ｎ＋ＫｎＸｎ＋Ｆｍ，ｎ ＝Ｆｎ （３）

式中 Ｘｎ ＝ （ｘ１，１，ｙ１，ψ１，θ１……ｘｉ，ｉ，ｙｉ，ψｉ，θｉ）
为第ｎ根转子所有节点的位移矢量，ｉ为第ｎ根
转子的节点总数；Ｍｎ 为第ｎ根转子所有节点的质
量矩阵；Ｃｎ 为第ｎ根转子的阻尼矩阵；Ｋｎ 为第ｎ
根转子的刚度矩阵；Ｆｍ，ｎ为第ｎ根转子所有节点
受到的耦合力，如果该转子上没有齿轮，则齿轮耦
合力Ｆｍ，ｎ等于０；Ｆｎ 为第ｎ根转子所有节点受到
的广义外力．
联立写系统中８根转子的动力学方程，合并

同类量，得到功率四分支齿轮传动系统的动力学
方程为［１２－１３］

ＭＸ̈＋ＣＸ
·
＋ＫＸ ＝Ｆ （４）

式中Ｘ为功率四分支齿轮传动系统的位移量，为

５ｎ×１矩阵；Ｍ 为功率四分支齿轮传动系统的质
量矩阵，为５ｎ阶对角矩阵；Ｃ为功率四分支齿轮
传动系统的阻尼矩阵，为５ｎ阶方阵；Ｋ为功率四
分支齿轮传动系统的刚度矩阵，为５ｎ阶方阵；Ｆ
为功率四分支齿轮传动系统受到的广义外力，为

５ｎ×１矩阵．ｎ为功率四分支齿轮传动系统中所
有节点的总数．

１．３　系统动力学方程的处理

在推导出整个系统的动力学方程之后，需要
对方程求解计算．根据式（３）所建立的动力学方程
知，方程中涉及的参数有轴的各项刚度、相应的阻
尼系数、各集中质量节点的等效质量和等效转动
惯量以及齿轮副之间的啮合力．
各节点的等效质量和等效转动惯量都易于求

出，相应的阻尼矩阵也可以通过刚度和阻尼的关系
求出［１４］，其中的难点是求解齿轮副之间的啮合力．
将齿轮视作质量集中的刚体圆盘，齿轮副之

间的啮合可以视作２个刚体圆盘通过沿啮合线方
向的线性弹簧和线性阻尼器连接［１３］．这里以直齿
圆柱齿轮为分析对象，功率四分支齿轮传动系统
的齿轮啮合情况如图４，每级小齿轮同时与两个
同级大齿轮啮合实现功率的分流．

图４　圆柱齿轮传动动力学模型

Ｆｉｇ．４　Ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ

ｇｅａｒｓ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ

通过分析齿轮的啮合几何关系，将齿轮在不同
方向的位移向啮合线方向分解，可以得到相互啮合
的２个齿轮之间沿啮合线方向的相对位移关系：

λｉｍ ＝ （ｘｉ－ｘｍ）ｃｏｓα－
（ｙｉ－ｙｍ）ｓｉｎα＋（ｒｉθｉ＋ｒｍθｍ）－ｅｉｍ

λｉｎ ＝ （ｘｉ－ｘｎ）ｃｏｓα－
（ｙｉ－ｙｎ）ｓｉｎα＋（ｒｉθｉ＋ｒｎθｎ）－ｅｉｎ （５）

其中ｉ，ｍ，ｎ，分别为齿轮在各自轴单元上的节点
编号，α为分度圆压力角，ｒｉ，ｒｍ，ｒｎ 为各自的基圆
半径．
沿啮合线方向的相对位移与综合啮合刚度的

乘积加上沿啮合线方向的相对运动速度与综合啮

７４４



航　空　动　力　学　报 第２８卷

合阻尼的乘积就是齿轮副的啮合力：

Ｆｍ ＝ｋｉｊλｉｊ＋ｃｉｊλｉｊ　（ｊ＝ｍ或ｎ） （６）

ｋｉｊ，ｃｉｊ分别为齿轮副啮合综合刚度和综合阻尼．
将式（４）代入式（５）写成矩阵形式为

Ｆｍ，ｍ ＝ＫｍｉＸｉ＋ＣｍｉＸ
·

ｉ＋ＫｍｍＸｍ ＋ＣｍｍＸ
·

ｍ

Ｆｍ，ｎ ＝ＫｎｉＸｉ＋ＣｎｉＸ
·

ｉ＋ＫｎｎＸｎ＋ＣｎｎＸ
·

ｎ

Ｆｍ，ｉ ＝Ｆｍ，ｍ ＋Ｆｍ，ｎ
（７）

Ｆｍ，ｉ，Ｆｍ，ｍ，Ｆｍ，ｎ分别为齿轮ｉ、齿轮ｍ 和齿轮ｎ所
受的啮合力．将求出的刚度、阻尼、各节点等效质
量和等效转动惯量及齿轮副之间的啮合力带入式

（４）中，可得到最终求解的动力学方程．由于方程
中各个量均是国际单位，不同物理量之间数值大
小差别很大，可能造成矩阵病态，使的计算机求解
出现问题，甚至无法求解，所以还应对其进行无量
纲化处理来解决这一问题．

２　固有特性分析

２．１　系统主要参数

某船用功率四分支齿轮传动系统的基本参数

如表１．

表１　功率四分支齿轮传动系统基本参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｓｙｓｔｅｍ　ｂａｓｉｃ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｐｏｗｅｒ

ｆｏｕｒ　ｅｍｂｒａｎｃｈｍｅｎｔｓ　ｇｅａｒ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ

参数 数值

输入功率Ｐ／ｋＷ　 ２５　０００

转速ｎ／（ｒ／ｍｉｎ） ７　０００

总传动比ｉｔｏｔ ３５

１级传动比ｉ１ ３．４３５

２级传动比ｉ２ １．５００

１级小齿轮齿数Ｚ１ ４４

１级大齿轮齿数Ｚ２ １５３

２级小齿轮齿数Ｚ３ ３６

惰轮齿数Ｚ４ ５３

２级大齿轮齿数Ｚ５ ３７７

１级齿轮模数ｍ１ ７

２级齿轮模数ｍ２ ９

压力角α／（°） ２０

１级齿宽ｂ１／ｍｍ　 ４３１

２级齿宽ｂ２／ｍｍ　 ４５０

２．２　系统的固有频率

通过解式（７）可以得到系统的前８阶固有频
率如表２所示，可以看出系统的工作转速介于第

４阶和第５阶固有频率之间，此区间有很大的安
全空间，所以当工作转速为７　０００ｒ／ｍｉｎ时，系统
可以平稳工作．

表２　系统固有频率

Ｔａｂｌｅ　２　Ｎａｔｕｒａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｏｆ　ｓｙｓｔｅｍ

阶数 固有频率／（ｒ／ｍｉｎ）

第１阶 １３０．０６

第２阶 ２４９．２２

第３阶 ４　０８９．６６

第４阶 ４　３８３．４２

第５阶 ２９　２６６．４６

第６阶 ３０　３０５．４２

第７阶 ３５　１９８．２３

第８阶 ３８　７９８．０３

２．３　系统的固有振型

表２对应固有频率下各转子的固有振型如图

５和图６所示．从图中可以看出：系统低速级转子
的振型基本没有变化，但高速级转子上的振型跃
动相当激烈，且表现在各方向，说明功率四分支齿

８４４
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图５　系统第１～第４阶固有振型

Ｆｉｇ．５　Ｆｉｒｓｔ　ｔｏ　ｆｏｕｒｔｈ　ｎａｔｕｒａｌ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｙｓｔｅｍ

图６　系统第５～第８阶固有振型

Ｆｉｇ．６　Ｆｉｆｔｈ　ｔｏ　ｅｉｇｈｔｈ　ｎａｔｕｒａｌ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｙｓｔｅｍ

轮传动系统中高速级转子的振动是系统振动主要

因素．

３　动载系数分析

假设功率四分支齿轮传动系统各齿轮均载，
基于图２所示动力学模型的对称性，可以近似认
为各对称齿轮啮合时的动力学情况相同，因此仅
分析转子１和转子２，转子２和转子４，转子４和
转子８上齿轮啮合时的动载系数．本文讨论输入
转速为７　０００ｒ／ｍｉｎ，误差分别为ｅ＝５μｍ，ｅ＝１０

μｍ，ｅ＝２０μｍ时各齿轮啮合的动载系数Ｋｖ 变化
情况［１５］．
图７、图８、图９为ｅ＝５μｍ时相应转子上齿

图７　ｅ＝５μｍ时转子１与转子２上齿轮啮合动载系数

Ｆｉｇ．７　Ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　１ａｎｄ　ｒｏｔｏｒ　２ａｔ　ｅ＝５μｍ

９４４
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图８　ｅ＝５μｍ时转子２与转子４上齿轮

啮合动载系数

Ｆｉｇ．８　Ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　２ａｎｄ　ｒｏｔｏｒ　４ａｔ　ｅ＝５μｍ

图９　ｅ＝５μｍ时转子４与转子８上齿轮

啮合动载系数

Ｆｉｇ．９　Ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　４ａｎｄ　ｒｏｔｏｒ　８ａｔ　ｅ＝５μｍ

轮啮合的动载系数，由图中可以看出，在ｅ＝５μｍ
时，转子１和转子２上齿轮啮合动载系数的平均
值为１．１２，转子２与转子４上齿轮啮合动载系数
的平均值为１．１０，转子４与转子８上齿轮啮合动
载系数的平均值为１．０９．
图１０、图１１、图１２为ｅ＝１０μｍ时相应转子

上齿轮啮合的动载系数，由图中可以看出，在ｅ＝
１０μｍ时，转子１和转子２上齿轮啮合动载系数
的平均值为１．１４，转子２与转子４上齿轮啮合动
载系数的平均值为１．１３，转子４与转子８上齿轮
啮合动载系数的平均值为１．１３．

图１０　ｅ＝１０μｍ时转子１与转子２上齿轮

啮合动载系数

Ｆｉｇ．１０　Ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　１ａｎｄ　ｒｏｔｏｒ　２ａｔ　ｅ＝１０μｍ

图１１　ｅ＝１０μｍ时转子２与转子４上齿轮

啮合动载系数

Ｆｉｇ．１１　Ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　２ａｎｄ　ｒｏｔｏｒ　４ａｔ　ｅ＝１０μｍ

图１２　ｅ＝１０μｍ时转子４与转子８上齿轮

啮合动载系数

Ｆｉｇ．１２　Ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　４ａｎｄ　ｒｏｔｏｒ　８ａｔ　ｅ＝１０μｍ

图１３、图１４、图１５为ｅ＝２０μｍ时相应转子
上齿轮啮合的动载系数，由图中可以看出，在ｅ＝
２０μｍ时，转子１和转子２上齿轮啮合动载系数
的平均值为１．１５，转子２与转子４上齿轮啮合动
载系数的平均值为１．１４，转子４与转子８上齿轮
啮合动载系数的平均值为１．１４．

图１３　ｅ＝２０μｍ时转子１与转子２上齿轮

啮合动载系数

Ｆｉｇ．１３　Ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　１ａｎｄ　ｒｏｔｏｒ　２ａｔ　ｅ＝２０μｍ

从图７～图１５中可以看出，随着传动误差的
增加，功率四分支齿轮传动系统各齿轮副间的动
载系数都有所增大，特别是高速级齿轮上的动载
系数传动误差更为敏感．

０５４
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图１４　ｅ＝２０μｍ时转子２与转子４上齿轮

啮合动载系数

Ｆｉｇ．１４　Ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　２ａｎｄ　ｒｏｔｏｒ　４ａｔ　ｅ＝２０μｍ

图１５　ｅ＝２０μｍ时转子４与转子８上齿轮

啮合动载系数

Ｆｉｇ．１５　Ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｌｏａｄ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　４ａｎｄ　ｒｏｔｏｒ　８ａｔ　ｅ＝２０μｍ

４　结　论

由以上计算分析可以得出以下结论：

１）该船用功率四分支齿轮传动系统的前４
阶固有频率为１３０．０６，２４９．２２，４　０８９．６６，４　３８３．４２
ｒ／ｍｉｎ，当其工作转速在７　０００ｒ／ｍｉｎ时，需要越过
第１、第２、第３、第４阶固有频率，故应在越临界
过程中进行阻尼设计．
２）当工作转速为７　０００ｒ／ｍｉｎ时，四分支齿轮
传动系统在３种传动误差下转子１和转子２的动
载系数平均值约为１．１３７，转子２和转子４的动
载系数平均值约为１．１２，转子４和转子８的动载
系数平均值月为１．１２，都比较小，故在该转速下，
系统工作稳定．
３）在功率四分支齿轮传动系统的设计中，为
了保证传动平稳性，需要严格控制高速级齿轮的
制造和安装．
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